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Resumen

El método tradicional para la solucién de problemas practicos con la ayuda de las Ecuaciones
diferenciales es el desarrollo de las ecuaciones directamente de la descripcién del problema.
Este método requiere tipicamente un proceso de prueba y error al ir de la descripcion a las
ecuaqciones y viceversa hasta que las ecuaciones desarrolladas capturan la naturaleza del
problema. En este articulo se propone un procedimiento diferente. Primero extrae una hipdte-
sis dindmica de la descripcion del problema. Paso seguido, se elaboran relaciones de causali-
dad cerrada o bucles. Estos bucles sirven para detectar el tipo de comportamiento o hipdtesis
dindmica obtenida en la primera etapa. Esta fase no es dificil ya que cada bucle genera
un comportamiento dindmico especifico. El Ultimo paso consiste en escribir las ecuaciones
directamente de los bucles. Esta Ultima fase es muy sencilla. Se puede resolver el sisterna de
ecuaciones por el método mds convenga. El articulo explica el procedimiento mediante un
caso, el cual describe la forma como se propaga un rumor en una poblacion. El autor consi-
dera que el uso de este nuevo método frae varias ventajas. En primer lugar el procedimiento
da mas profundidad al andlisis del problema. Segundo el procedimiento es facil de aplicar,
y tercero, prepara al estudiante en dreas como la dindmica de Sistemas y el Modelgje de
sisternas. La metodologia fue inicialmente elaborada pensando en estudiantes de Ingenieria
Industrial, Administracién y Economia, pero también puede ser de utilidad a estudiantes de
ofras dreas de la Ingenieria, asi como de las Ciencias y las Ciencias Sociales.
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lacién. Tasas de Cambio. Comportamiento Dindmico, Ecuacién Diferencial, iThink.

Abstract

The traditional gpproach to solve practical problems with the aid of Differential Equations is
to develop the equations directly from the verbal description of the problem. This approach
typically includes frial and error procedures derived from the description of the equations, and
vice versa until it is felt that the equations captures the nature of the problem. The author of
this paper, proposes an alternative approach. First, he extracts a dynamic hypothesis from the
description of the problem.  Then, he develops a set of causal feedback loops, which in prin-
ciple generate the behavior displayed by the dynamical hypothesis postulated in the first step.
This phase is not difficult, since every feedback loop produces a dynamic behavior. Lastly, from
the postulated set of feedback loops development of the differential equations becomes easy
and possible.  Solving the derived equations can be accomplished using any method chosen.
This paper explains each of these steps by using the case example, The Propagation of Rumors
within a Population. The author believes that this new approach fo develop Differential EQua-
tions, brings several advantages. First, the approach develops a deep understanding of the
problem; secona, it is much simpler to apply, and third, it prepares the student in related areas
of knowledge such as Systerms Dynamics and Modeling. The approach was conceived primary
for the use in Industrial Engineering, Business Administration and Economics, but it can also serve
in other fields of Engineering, as well as, the Physical and Social Sciences.
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I. El Origen de las Ecuaciones
Diferenciales

Cualguier proceso dindmico, en cualguier entormno,
representa un conjunto de variables cuyo valor cam-
bia a medida que el tiempo trascurre. Los diferentes
procesos pueden representar un sin nUMero de patro-
nes de comportamiento, muchos de ellos bien cono-
cidos. Hay procesos cuyo comportamiento muestra
crecimiento, hacia un limite; ofros decaen gradual-
mente, hasta desaparecer; y muchos otros muestran
oscilaciones que se repiten antes de irse amortiguan-
do. Otros procesos muestran crecimientos sin limite, u
oscilaciones cada vez mayores, hasta que el sistema
propiamente dicho se destruye. Las Ecuaciones Dife-
renciales permiten anficipar todos esos movimientos,
y son de una ayuda invaluable ya que ayuda a en-
tender y predecir todos estos fendmenos.

Sin embargo, el proceso mediante el cual se desa-
rrolla una ecuacion diferencial no es siempre facil de
generar. Normalmente, se comienza con la narrati-
va de una situacién y de esta se procede a elaborar
directamente la ecuacién diferencial, con la espe-
ranza de que la misma represente en buen grado el
fendmeno que se busca analizar,

El presente articulo presenta un método alternativo al
fradicional en el desarrollo de las ecuaciones diferen-
ciales que rigen cualquier proceso dindmico. El autor
considera gue el método puede perfectamente ser
usado en el saldén de clase y tiende a generar mu-
cho mds entusiasmo y motivacion entre los alumnos
gue estén cursando esta materia por primera vez. Se
espera que estos alumnos desarrollen el hdbito v el
gusto por esta disciplina y que lo mantengan des-
pués durante toda su vida profesionall.

El arficulo vy los ejemplos que vienen han sido ela-
borados pensando en estudiantes de Ingenieria In-
dustrial, Administracién y otras carreras afines, pero
naturalmente puede ser leido sin dificultad por cual-
quier estudiante de otras dreas relacionadas con la
Ingenieria, las Ciencias o las Matemdticas.

La Metodologia estard explicada mediante un ejem-
plo que se va desarrollondo graduaimente. Inicia
con un caso sencillo gque muestra la forma como se
expande un rumor dentro de una poblacion. El sis-
tema esta representado por un sistema no lineal de
ecuaciones diferenciales e interesa principalmente,
ConoCer una Manera para encontrar esas ecuacio-
nes. También se discute el comportamiento de ese
sistemna, hasta llegar a una solucion, analitica de ser
esta posible.

A medida que se vaya complejizando el modelo, ird
apareciendo un sistema mds complejo de segundo
orden, tfambién no lineal, y el cual tiene solucién ana-
litica solo en algunos casos.

Il. EIl Método Propuesto

En las ciencias fisicas, el desarrollo de una Ecuacion
deferencial que representa un proceso se efectla
en forma casi inmediata. Esto ocurre porque ge-
neralmente los procesos van definidos por leyes fi-
sicas bien conocidas y de uso comun. Por ejemplo,
la caida libre de un paracaidista que cae a veloci-
dad constante.En este caso se empieza por igualar
la fuerza neta de caida, masa x aceleracion, con
la fuerza neta resultante entre el peso, la fuerza de
la gravedad, mg vy la fuerza de resistencia del aire
que se le opone, my”=mg- ky’; ya que la caida debe
ser a velocidad constante se plantea que y”=0 Este
procedimiento, que va directamente de la narrativa
del problema a las ecuaciones, es el procedimiento
estdndar para encontrar una ecuacion diferencial en
un proceso regido por leyes naturales bien definidas
y conocidas.

Caso muy diferente ocurre en las ciencias sociales
en donde muchas relaciones son a menudo inferen-
cias "posibles” entre dos 0 mds variables. Y no se
conocen a fotal cabalidad las leyes que rigen esas
relaciones. Esta situacién ocurre con mucha frecuen-
cia en problemas de Ingenieria Industrial, en Adminis-
traciéon y en el drea de la Economia. En estos casos
la metodologia usada para el planteamiento de una
o mds ecuaciones diferenciales es bien diferente, En
estos casos se pueden hacer conjeturas sobre el tipo
de repuesta del sistema, o bien se hace un experi-
mento que brinde datos suficientes para establecer
con algun grado de certeza la conjetura buscada.

De dicha instancia, se plantea como ejemplo la
generacion y propagacion de un rumor en und so-
ciedad. Cuando se frata de establecer relaciones
posibles de causalidad que nos ayuden a explicar
el fendmeno, se hace necesario el uso de “diagra-
mas de influencia” o “bucles” que muestren como
se relacionan o se podrian relacionar algunas de las
variables del sistema para que generen la dindmica
observada o la que estamos postulando.

En el caso de la propagacion de un rumor, al em-
pezar la propagacion, pocos conocen el contenido
de ese rumor, pero poco a poco la velocidad de
propagacion va aumentando, hasta que la noticia
se propaga a gran velocidad dentro de la poblacion
afectada. Sin embargo, a medida que el rumor em-
pieza a ser “vox populi” y mucha gente ya lo conoce,
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da la sensacion de gue la propagacion del mismo
se va estancando. Naturalmente hay un limite mdxi-
mo de personas que llegan a conocer el rumor. El
rumor No puede ser conocido por un NUMero mayor
al méximo de personas en la sociedad afectada.
Asi pues, el punto de partida en esta situacion viene
dado por una hipdtesis de operacion, tal como se
muestra en la Figura 1.

%.j 7 r-gv'r‘Fc"'i.:-\.:“:r. 2C _F FUNMC™
Figura 1. Propagacion de un rumor. Fuente: el autor. 2011

La hipdtesis de la evolucidon del rumor muestra un
crecimiento en “S” muy frecuente en procesos de
crecimiento con limite superior. En la primera fase el
crecimiento es practicamente exponencial, mientras
que después, a medida que el rumor se ha expan-
dido a la mayoria de la poblacion, la propagacion
del rumor va cediendo hasta aproximarse asintética-
mente al limite superior, la mMdxima poblacion afec-
tada, en este caso 1000 individuos, como se ve en
la figura. La curva muestra un punto de inflexién en el
momento del cambio de curvatura de crecimiento
céncavo a convexo. En este momento la Tasa de
Propagaciéon es un mdaximo, Tal como se muestra en
la Figura 2.
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to al tiempo del nimero de portadores del rumor, y
cuyas dimensiones son nuevos portadores de rumor
por dia.

lll. Metodologia

Fase |I. Hipdtesis Dindmica.

Las hipdtesis dindmicas presentadas arriba, represen-
tan la Fase | de la Metodologia que se propone al
desarrollar una ecuacion diferencial. De esta hipd-
tesis se fienen que construir nuevas descripciones o
narrativas que expliquen verbalmente la forma como
van aumentando los Porfadores del rumor y como
es gque al cabo de un tiempo ya el rumor No se pro-
paga mds. Esto se representa en un diagrama de
influencia, que enlaza posibles causas a efectos y
que tiene la particularidad de terminar con el Uitimo
efecto afectando nuevamente la causa original. Es-
tos diagramas de influencia o bucles se describen a
continuacion, en la Fase .

Fase Il. Bucles de Causalidad.

De la hipdtesis de operacion resulta evidente que
la primera fase de propagacion del rumor, es cre-
cimiento de tipo claramente exponencial, y el cual
resulta de un proceso que se auto-alimenta a si mis-
mo. En ofras palabras, cuando ya hay portadores
del rumor, existe la tendencia a que el rumor conti-
nle expandiéndose a otros individuos no portadores.
A medida que aumentan los portadores del rumor,
aumenta la Tasa de Propagacion, lo cual hace au-
mentar aun mds el nimero de Portadores. Es lo que
se llama un Bucle de re-fuerzo positivo, y caracteri-
za siempre un proceso de crecimiento exponencial
como el se ha venido andlizando (Anderson & Jo-
hnson, 1997), (Sterman, 2001). Sin embargo como
ya se observo, al revisar las hipdtesis de operacion,
este proceso se altfera a medida que la poblacion
portadora aumenta hacia el total de la poblacién.
Ver Figura 3.
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vamente, cuando ya el rumor se ha expandido a
toda la poblacién. La Tasa de Propagacion repre-
senta obviamente, la primera derivada con respec-
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Figura 3. Bucles de casualidad. Fuente. el autor. 2011



En la Figura 3, se puede observar que a medida que
aumenta la poblaciéon de Portadores, se va agotan-
do la de los No Portadores, en tal forma que nuevos
éxitos en la fransmisién del rumor se van haciendo
cada vez mas dificiles de lograr.

Se puede entonces, hacer la hipdtesis en que la Tasa
de Propagacion depende en Ultimas de dos facto-
res, uno que depende del nimero de Propagadores
y el otro del numero de No Propagadores que per-
manezcan en el sistema. Es decir,

Tasa de Propagacion = G( Propagadores,
No Propagadores)

Fase lll. La Ecuacion Diferencial

Los bucles en la Figura 3 muestran con mayor cla-
ridad la forma como opera el proceso. Un bucle
marcado “+” es de re-fuerzo positivo, y causa cre-
cimiento (exponencial); el otro marcado ™", es un
bucle negativo y causa atenuacion en el efecto de
crecimiento generado por el primer bucle.

Antes se dijo que la Tasa de Propagacion dependia
de dos factores, uno que dependia de los “Propaga-
dores del Rumor” con un efecto positivo, que hace
aumentar la Tasa de Propagacion; el otro factor,
dependia de los “No Propagadores”, con un efecto
opuesto que hace disminuir la Tasa de Propagacion.
Puesto que el total de la poblacién estd dado por
la suma de los Portadores con los No Portadores, la
Tasa de Propagacion viene a ser una funcion de los
Portadores, o seq,
No Portadores = Max. Portadores — Portadores

NP =M-P
Tasa de Propagacion= g (B M-P) =f (P)

Esta funcién, creciente en la fase inicial de la propa-
gacion, debe llegar a un mdximo y posteriormente
decaer hasta llegar a cero cuando ya se haya com-
pletado toda la propagaciéon del rumor, tal como
aparece en la Figura 4. Una funcién que cumpla
esta condicién y que puede servir para representar
este proceso es una pardbola, tal como se presenta
a continuacion,

Sistema no lineal de primer orden

i F=kPiM-F)
o

Siendo: P = Portadores del Rumor, M = Poblacién To-
tal y k = Constante de Propagacion

Agqui la Tasa de Propagacion se ha representado por
la primera derivada con respecto al fiempo de los
Portadores, v los Porfadores son una funciéon del tiem-
po P(t), Latasa de Propagacion P~ aparece como
una funcién de P como se observa en la Figura 4.
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Figura 4. Tasa de Propagacion. Fuente: el autor, 2011

En esta representacion, k es una constante que com-
bina la fracciéon de éxitos en la fransmisién del rumor
y la velocidad a la cual se propaga el mismo, M es
el mdximo de Poblacién susceptible de ser portado-
ray P es el nUmero de Portadores en un momento
determinado.

La solucion de esta ecuacion diferencial se determi-
na mediante el método de separacion de variables.
Su solucién es la funcién Logistica.

MPe i

Py ————
) Af — PL,e?“'”'

Donde P, representa la cantidad inicial de portadores

El sistema que se describe, admite otras representa-
ciones diferentes, pero similares y en Ultimas repre-
sentan la misma Ecuacion Diferencial. En el presen-
te ejemplo, se puede representar al conjunto de 1os
No Propagadores como una variable de estado que
vaya disminuyendo a medida que el tiempo va trans-
curriendo. Como se muestra en la Figura 5, se tienen
nuevamente dos bucles, uno gque hace disminuir ala
cantidad de No Portadores, a medida que la Tasa de
Propagaciéon aumenta, y otro que hace aumentar a
la canfidad de Portadores a medida que la misma
Tasa de Propagacion aumenta. Al primer bucle se
le denomina un Bucle Negativo porque su efecto es
oponerse al aumento en la variable, No Portadores.
El ofro Bucle es Positivo 0 de refuerzo por que hace
aumentar a la variable Portadores. Ver Figura 5.

Este sistemna de bucles contiene las mismas dos va-
riables de estado del modelo anterior, una represen-
tada por los No Portadores, NP, la ofra por los Porfado-
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res, P El sistema esta regido por el siguiente par
de ecuaciones,

Sistema No lineal de Segundo Orden

i P=kP- NP
eft

d

M=NP+PF
Siendo: P= Portadores del Rumor, M= Poblacién To-

tal, k= Constante de Propagacion y NP= No Porta-
dores del Rumor

La Figura 5 muestra el modelo con la nueva re-
presentacion, en donde aparece un bucle que
contiene a los No Portadores y otro que contiene
a los Portadores. Los dos bucles estdn unidos por
la Tasa de Propagacion, que afecta a las dos va-
riables de estado. Esta nueva representacion, en
la Figura 5, trae algunas ventajas ya que ofrece
mds flexibilidad al incorporar ofros elementos all
modelo, como se verd posteriormente. Este nuevo
sistema de bucles es enteramente equivalente al
que vimos anteriormente, y cuya solucion es por
supuesto la funcién logistica. La solucion se mues-
fra en la Figura 6.

Al final de diez dias toda la poblaciéon de No Por-
tadores ha pasado a formar parte de la poblacién
Portadora, En el modelo de la solucién en la Fi-
gura 6, se han usado los siguientes valores para
los pardmetros: M = 1000 (Mdx. Poblacion) y k =
0.001 como constante de propagacién. El valor
inicial de Portadores es de 10 individuos, y al em-
pezar se asumidé una poblacion de No Portadores
de 1000 individuos.

No & /ﬁ
- Portadores S
.’x'# ‘}
{ ~ N Tasa de
\ -] 5
..~ | Propagacién
Kﬁ _ h

Y v

Figura 5. Fuente: el aufor. 2011

2 NP =—kP- NP -
di

~~~~~~~~~~~~ = Contactos <"

Figura 6. No portadores y Portadores del rumor.
Fuente: el autor. 2011

Fase IV. Modelos. Tasas de Cambio y

Acumulaciones.

Una de las ventgjos de usar la representacion de
bucles en la Figura 5, es que permite estudiar otros
casos mds complejos que requieren variar la ecua-
cion diferencial.  Por ejemplo, se puede andalizar la
situaciéon en la cual hay un flujo de nuevas personas
entrando y ofro flujo de personas saliendo del siste-
maq, o inclusive andlizar el caso en el cual algunos
portadores de rumor deciden permanecer en el sis-
tema pero no continuar divulgando el rumor, quizds
porgue ya no creen la informacion o bien porque no
lo desean.

En la Figura 7, se representa el modelo agregdndole
nuevamente un par de bucles, uno de entradas de
nuevos individuos, No Portadores, al sistema, el otro
mostrando salidas de Portadores del sistema. Note-
se gue el bucle de entfradas se ha visualizado como
un bucle positivo de refuerzo ya que indica que a
mds nimero de No Portadores, mayor el nimero de
individuos que entfran al sistema. Este bucle tiende
a producir crecimiento en la poblacion total.  Por
el contrario, el bucle de salida, tiene el efecto con-
trario. A mds Portadores de rumor, existe una canti-
dad de individuos que desean salir

del sistema. Este segundo bucle

de salidas podria, por supuesto,

Portadores haber sido modelado en otra for-
” ma. Lo importante aqui es que

L este bucle es Negativo, y tiende

™, a atenuar o disminuir la pobla-

4 | '\ cién de Portadores y de la Pobla-

i cion en general.

./ Ahora se tienen tres Tasas de
P Cambio. La Tasa de Entradas que
" afecta a los No Portadores, la Tasa
de Salidas, que afecta a los Porta-
dores, y la ya conocida Tasa de

Propagacion.
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Figura 7. Fuente: el aufor. 2011

Acumulaciones y Variables de Estado

Las variables No Portadores y Portadores, son varia-
bles de estado del sistema. Representan grupos de
individuos, y por eso se distinguen denomindndolos
acumulaciones o variables de nivel o variables de
estado. Estas acumulaciones reciben flujos de indi-
viduos por dia que se van uniendo al sistfema o van
saliendo del mismo, y es por eso que a esos flujos se
les conoce como tasas de cambio. Por ejemplo, ala
acumulaciéon No Portadores le llega un flujo de nue-
vas entradas al sistema, y de esa misma acumula-
cion sale un flujo, la tasa de conversion de No Porta-
dores a Portadores o Tasa de Propagacién. Figura 8.

Notese que las variables de estado o acumula-
cién de los No Portadores y de los Portadores, los
cuadrados en la Figura 8, vienen dadas por las
siguientes relaciones:

Ecuaciones de las Variables de Estado Portadores
y No Portadores

No portadores (t+dt) =No portadores (¢)+(dt) (taza
de Entrada - Tasa de Propagacion

Portadores (t+dt) =Portadores (¢) + (dt) (Tasa de Propa-
gacion - Tasa de Salida

Siendo(t) =Tiempo y dt= Lapso de tiempo — 0

Es decir, una variable de estado en un tiempo ¢+dt
es igual a esa variable en el tiempo ¢ mdas los flujos
que entran menos los que salen durante el lapso
de tiempo dt Esta relacién es enteramente similar a
decir gue la Tasa Neta de Cambio en una variable
de estado, cuando el lapso de tiempo df es muy
pequeno, es igual a la suma de las tasas netas de
cambio que afectan a esa variable de estado, Para
el caso se tiene,

% NP = Toso de Enhada - Tosa de Propogacion

% Mird = Taso de Salda - Tasa de Propagacion

El diagrama de la figura 8, representa el “esqueleto” del

sistema y representa un paso posterior a los diagramas

de bucle que ya se han visto. Este tipo de diagrama

conocido como el diagrama Forrester (Forrester, 1961),

(Sterman, 2001), representa en forma explicita cada

una de las relaciones involucradas en el sistema.
haPortdomy Lrfad araa- - -

o - "

Taza™- - Taza laza
Frilada Froagarimn Eidd

Figura 8. £squeleto del Modelo Acumulaciones y Tasas de Cambio.
Fuente: el aufor, 2011

En la Figura 9 se ha completado el Esqueleto del Mo-
delo con los Flujos de informacion y con los Bucles
que operan del sistema.
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Figura 9. Esquelefo del Modelo Acumulaciones y Tasas de Cam-
bio con Bucles de Operacion. Fuente: el autor. 2011

En este caso, con bucles de entrada y de salida, el
sistema de Ecuaciones es mds complejo que en los
Casos gque ya se han visto, como se puede observar
en las siguientes ecuaciones:

Sistema No Lineal de Segundo orden con Entradas
y Salidas

%P —BP+ - O-NE+IP- NP
If.'l

el
NP=0) P ant?t NP
ot

Siendo: P= Portadores del Rumor, k= Constante de

Propagacion, NP= No Portadores del Rumor, a=
Tasa porcentual de entradas y p= Tasa porcentual
de salidas.

Las constantes alfa y beta en estas ecuaciones, son
respectivamente las tasas porcentuales de entrada y
de salida. La ofra constante k es la tasa porcentual
de propagacién como ya se vio con anterioridad.

Este par de ecuaciones diferenciales representan un
sistemna no lineal, de segundo orden, cuya solucion
analitica para P(t) y NP(t) no es posible. En este caso,
sin embargo, las ecuaciones admiten un tipo de so-
lucidn mediante el método de separacién de varia-
bles. Esta solucion produce una variable de estado
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en funcion de la otra, NP=£(p) y se llama la “orbita”
del sistema. Una solucién de este tipo es muy Util,
aun en el caso en que se haya podido encontrar so-
luciones para P y NP en funcién del tiempo. Usando
la técnica de separacion de variables se obtiene:

L p— P —kxP)
it

i
“NP= NP kP)
dt

dr PP kNP
JNP  NP{o —kP)
{{u —hPY I{—B + kAP
Loop NP

|ﬂf-"—_|frr RYFEL J j_(f’-k __.\,.."r:l)z -

N e

Esta ultima relacién entre NP y P es la orbita so-
lucién del sistema. De la forma de esta érbita, y
usando algunos conceptos de la Teoria Cualitativa
de las Ecuaciones Diferenciales (Jordan & Smith,
2007), (Lynch, 2007), (Strogatz, 1994), se sabe que
para cada valor de la constante de integracion ¢ el
mapa formado entre NP y P estd cerrado. Cuando
esto ocurre la solucién en funcién del tiempo mues-
fra oscilaciones.

Estas oscilaciones se pueden observar resolviendo
el sistema mediante cualquiera de los métodos nu-
méricos conocidos. El software iThink usa el método
de Euler o uno de los métodos Runge-Kuta para ma-
yor precisiéon. El resultado, usando un Runge Kuta de
cuarto orden se muestra en las figuras 10 (ay b).
e [ IR PR P
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Figura 10. Fuente: el aufor. 2011

En la figura superior izquierda aparece el "Retrato de
los Fases”, u orbita, gque muestra los Portadores vs.
No Portadores, La érbita es una curva cerrada, algo
caracteristico cuando el sistema produce oscilacio-
nes sostenidas, como las que se ven en el cuadro a
la derecha. Para obtener estos resultados se usaron
los siguientes valores.

Valores de los pardmetros del Sistema
o = Tasa porcentual de entrada=0.05

B =Tasa porcentual de salida= 0.40
k = tasa porcentual de propagacion=0.001

Valores iniciales de las Variables de Estado
NP = No Propagadores = 1000 Personas
P = Portadores = 10 Personas

La Figura 11, muestra el comportamiento durante los
primeros 15 dias de propagacion del rumor. De esta
figura no es nada evidente la existencia de un mo-
vimiento oscilatorio en el sistema. Este movimiento
oscilatorio ha sido causado al agregar los bucles de
enfrada y de salida. Como se ve, los “bucles” en ge-
neral, tienden a modificar la forma como un sistema
se comporta. Un bucle es un ente poderoso ya que
genera cambios importantes en los sistemas.

B 1 Fortadorm 2 NoPrtadoren
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Figura 11. Evolucién de Portadores. Fuente: el autor, 2011

En el Ultimo caso que se va a presentar, se incluye un
flujo de retorno de Portadores a No Portadores. Re-
presenta a Portadores que quieren permanecer en el
sistemnaq, pero que no desean continuar propagan-
do el rumor. Son individuos que regresan al conglo-
merado No Portadores y pueden ser susceptibles a
volver a ser Portadores después de un tiempo. No
todos regresan, solo una fraccion u de ellos lo hace
(u=0.40) En este caso las ecuaciones de estado
para los Portadores y los No Portadores varian en la
siguiente forma:

- Sistema No Lineal de segundo Orden

i!’=—ﬂ‘5

rLl.].f’ FOX NP A NP
i

&
M= raie EPAT

idf
Siendo: P= Portadores del Rumor, k= Constante de

Propagacion, NP= No Portadores del Rumor, o= Tasa
porcentual de enfradas, p= Tasa porcentual de sali-
das y u= Tasa porcentual de regreso.

A diferencia del caso inmediatamente anterior, en
estas ecuaciones ya no es posible encontrar una so-
lucién analitica para la érbita. Tampoco se conoce
cual es la solucién analitica para las variables de es-
tado en funcién del tiempo, P(t) y NP(t). En el caso
anterior, la érbita analitica encontrada llego inclusive



a indicar que el sistema irffla a mostrar oscilaciones,
como efectivamente se comprueba después al
efectuar el cdiculo numérico. Ahora se requiere usar
el cdlculo numérico ofrecido por el paguete iThink
para encontrar el comportamiento del sistema, el
cual resulta también del tipo oscilatorio.

El comportamiento del sistema, indicado por la
solucién obtenida en esta forma, muestra que la
poblacién de No Portadores tiende a aumentar ini-
cialmente, hasta un valor después del cual decae,
permitiendo ademads el crecimiento de la poblacion
de Portadores como se ve en la Figura 12.

(] Ptk e i L

gue la simple presentacién de las ecuaciones di-
ferenciales que rigen la Propagaciéon del Rumor. En
particular los bucles involucrados en el diagrama
representan con claridad cada uno de los meca-
nismos que generan la dindmica del sistema. Ade-
mds, el diagrama contiene cada relacion postula-
da al construir la hipdtesis de operacién, y es muy
facil pasar de esta representacion a la representa-
cién en las ecuaciones diferenciales o hacerlo al
contrario, y de las ecuaciones diferenciales obtener
un diagrama andlogo al presentado. Estas son ven-
tajas que trae la metodologia que se propone en el
estudio de las Ecuaciones Diferenciales.

IV. Aplicaciones y Extensiones

Un sistema como el anterior, regido por ecuacio-
nes diferenciales, normalmente tiene aplicaciones

Par P -
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Figura 12. Fuente: el aufor. 2011

El Refrato de las Fases, (P vs. NP) en espiral, que con-
verge hacia un foco indica movimiento oscilatorio con
amplitud decreciente, lo que también sugiere que el
sistema es estable. Este movimiento oscilatorio tiene un
periodo de unos 30 a 32 dias aproximadamente. Los
Portadores aumentan, llegan a un pico a los 10 dias
aproximadamente, y después tienden a desaparecer,
para luego volver a renacer alrededor de 20 dias mds
tarde con fuerza renovada. La anterior, €s una con-
clusién mas bien inesperada en este sistema, pero no
resulta muy sorprendente si su andlisis se efectla a la
luz de los bucles y de las ecuaciones no lineales como
las que se han estudiado en este articulo.

El sistetna completo, mostrando el nuevo flujo de
Regreso de Portadores a No Portadores aparece a
confinuacion, en la Figura 13.
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Figura 13. Sistema Completo. Fuente: el aufor. 2011

Como se puede apreciar en la Figura 13, este mo-
delo resulta mds interesante para los estudiantes
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a otros sistemas en otros entornos y de apariencia

muy diferentes. Solo basta con que la estructura

de los "bucles” sea similar entre un sistema y otro
para establecer algunas similitudes entre un sistema
y ofro. No es de sorprender ya que muchas veces
hay similitudes entre ecuaciones diferenciales que
representan sistemas bastante disimiles. Se puede
recordar gue un circuito eléctrico RLC tiene un com-
portamiento enteramente similar al de una Masa sus-
pendida de un Resorte con Amortiguamiento. Estos
dos sistemas, al representarlos con sus “bucles” re-
sultan, por supuesto, con bucles muy andlogos. Vale
la pena tener presente, que cada “bucle” siempre
representa a una ecuacion diferencial y viceversa.

En el efemplo de la Propagacion del Rumor, resulta
casi evidente que este sistema y su esqueleto co-
rrespondiente, pueden ser faciimente modificados
para que representen sistemas diversos, o sistemas
andlogos, como se les llama. Algunos de los cuales
se enumeran a continuacion

1. Propagacion de una epidemia.

2. Un sistema de propaganda para promover un
producto.

3. La captacion de adeptos a una idea, a un parti-
do, o a una religion.

5. Captacién de nuevos clientes en un mercado
competitivo
6. Recuperacion de drogadictos

Naturalmente cada uno de estas situaciones tendrd
ademds del esqueleto general, sus propias carac-
teristicas tipicas del sistema estudiado. Estas deben
naturalmente ser incorporadas en el modelo, ya sea
en forma de bucles y en forma de pardmetros es-
peciales a ese sistema. En general la incorporacion
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de nuevos bucles, o su eliminacion, fiende a generar
cambios importantes en el modo de comportamien-
to del sistema. El andlisis es sin embargo similar al
que se ha presentado en el presente articulo.

V. Conclusiones

- Este documento presenta una manera diferente de
desarrollar y analizar un sistema dindmico de Ecua-
ciones Diferenciales. Usa conceptos tomados de
la Dindmica de Sistemas. Principalmente toma el
concepto de los "Bucles” en esta disciplina. Estos
bucles son estructuras retro-alimentadoras que ge-
neran dindmica, y sirven para representar cualquier
descripcion o narrativa de un problema. El articulo
es sui-generis en la manera de pasar de las narrati-
vas de un problema al planteo de los “bucles” y de
alli al planteo de la Ecuacion o Ecuaciones diferen-
ciales involucradas en una situacion dindmica.

- La Metodologia propuesta, hace énfasis en la rela-
cion directa que existe entre una ecuacioén diferen-
cialy un bucle y entre varios bucles ya estén acopla-
dos 0 no y un sistema de ecuaciones diferenciales,
sean ellas ecuaciones lineales o no lineales.

- El método, evita el complejo camino de pasar di-
rectamente de las narrativas a la ecuacion diferen-
cial, paso que muchas veces resulta complicado y
de dificil retencién, y que tiende a alejar al estudian-
te de esta drea tan importante del conocimiento.
Ademds de lo anterior, se puede considerar como
el mayor beneficio del método, al hecho que el
mismo involucra al estudiante desde el principio en
la construccion de bucles de operacioén, los cuales
serdn posteriormente la piedra fundamental para
sus estudios en las dreas de Sistemas Dindmicos,
en el Modelaje de Sistemas y en la Simulacién de
los mismos. Estas son herramientas centrales para
lograr mejoras en los sistemas en los que el futuro
profesional intervenga. Se espera que el estudiante
gue incorpore esta metodologia desde el principio
de su carrerg, pueda obtener con mayor celeridad

y éxito mejoras en el comportamiento de sistemas
que esté disefando o con los que esté trabajando.

VI. Recomendaciones

- Se recomienda continuar con el estudio analitico o
simulado de algunos de los sistemas andlogos in-
dicados arriba o de oftros posibles usando la meto-
dologia descrita en este articulo, a fin de incorporar
el concepto de los bucles en el desarrollo y uso de
las ecuaciones diferenciales y que rigen cualquier
sistema.

- Seria recomendable incorporar la metodologia
descrita en este arficulo al pensum de los cursos
de Ecuaciones Diferenciales y tomar las observa-
ciones del caso con el fin de evaluar la acepta-
cion y los resultados de la metodologia entre los
futuros profesionales.
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